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Les notations adoptees sont celles de l’article de Roland Gillard [5]; 
lorsque nous y renvoyons nous rappelons simplement le no du paragraphe, 




ou bien p=3et P3CK 
I t&k’ 
Le nombre premier p est done ramifie dans k, soit p = p2, avec p ideal 
premier de k. On designe par o I’anneau des entiers de k, et on pose 
fJ = ~H,,Kw9/49). 
oh d designe la forme modulaire de poids 12 usuelle. 
DEFINITION. Rappelons qu’un caractere 5 de G est dit exceptionnel, si et 
seulement si 
i) p est comme ci-dessus. 
ii) Fc/K(pg’) est une extension de degre’ p, non ramifit!e en dehors de p. 
Nous nous proposons de prouver le theorbme suivant: 
T&O&ME. Sip = 2 (resp. p = 3) et [ est un caract&e exceptionnel, alors 
le quotient QR,l/w, est saris torsion si et seulement si 
p E *K4 (resp. p E p3 * K3). 
Remarque 1. D’apr& [3, car. 3,s 2.31, on a A(o)/A(p) E H> et done p E K2. 
* Appendice B l’article “Remarques sur les Unit&s Cyclotomiques et les Unit&s Ellipti- 
ques” de Roland Gillard, J. Number Theory 11 (1979), 21-48. 
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1. UNE CONSEQUENCE FACILE DU THI$X&ME; EXEMPLES 
LEMME 1. Si p = 2 (resp. p = 3) et p est d&compose’ duns k&)/k (resp. 
kW/W on a 
p E K4 (resp. p E K3). 
Dt!monstration. Soit q un id&al entier de k, (q, 6) = 1, tel que p . q = (A), 
h E kx. Comme on a 
d(o)/d(q-l) = O(o)/&) (mod kX12), 
il suffit de prouver que d(o)/A(q-l) appartient a Ho4 (resp. Ho3). Mais les 
trois proprietes suivantes sont Cquivalentes: 
i) p est decompose dans k(p4)/k (resp. k&)/k). 
ii) L’automorphisme d’Artin u(q) = u(p-l) E Gal(H,,/k) fixe p4 (resp. 
Id. 
iii) on a: I 
N(q) - 1 = O(4), si p=2; 
N(q) - 1 z O(3), si p=3. 
Choisissons alors L = y * o, y E C X, de facon que les invariants g,(L) et 
g,(L) de Weierstrass, et done d(L), soient dans Ho ; c’est toujours possible. 
On a: 
d(o)/d(q-l) = d(L)/d(q-l . L) = A . B, 
avec A =dfn d(L)N(q)/d(q-l * 15) et B =dfn d(L)1-N(q). Or, d’apres [4, 
appendice A, car. A-21, le nombre A appartient a Hi’. L’assertion du lemme 
resulte done de ce que B = d(L)1-N’q) appartient a Ho4 (resp. H,,s) vu iii). 
COROLLAIRE. Si p = 2 (resp.p = 3) et k = Q(d/-d), avec d > 0, 
d = 1 (8) (resp. d = 3 (9)), alors Ze groupe lJntl/wc est suns torsion. 
Au contraire, lorsque p = 2 (resp. p = 3) et k = Q(1/-d), avec d > 0, 
d = 5 (8) (resp. d = 6 (9)), la condition du theoreme n’est pas en gt%r&al 
satisfaite: 
Exemples. 
p = 2. 
1) k = Q( 2/--5) et K = k(i), avec i2 = - 1; d’apres [4, appendixe D et 
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tables E-II & III], on a, pour 2 = a2 et E = (43 + I)/2 (inverse de 1’unitC 
fondamentale E de la table E-I), 
d(L) = 393, A@-1 * L) = -A($, IL)12 * 36 * 8 = -26 * 36 . 2, 
et done O(W)/A(o) = - ~6 + 26 = 8 * (-2i)6 = 8 * (1 - i)12. Mais on a 
d(p) = 42 * 8-l) = 2-12 * Ll(&l), &oh 
p = 0(0)/O(p) = (1 + i)l2/@, 
de sorte que p appartient & fK* si et seulement si E appartient a p4 . K2. Or, 
pour tout 5 E p4 , on a 
NKI&) = NKIA(4 = No&j,, (c) = -1, 
si bien que <E ne peut &tre un carrd dans K (sinon - 1 serait un carr6 dans k) : 
p n’appartient pas A +K* ! ! 
2) De m&me, pour k = Q(a)), auec d = 13 (resp. d = 37) et K = k(i), 
on trouve 
p = d(o)/&) = (1 + i)l”/@, 
avec E = (d/n + 3)/2 (resp. E = ti37 + 6); et la condition p E &K* contre- 
dit le fait que 
Nolx/5,Q(4 = -1. 
p = 3. 
3) Si k = Q(2/-d), avec d = 6 (resp. 15, 51, 123,267) et K = k(l/--3), 
on trouve 
p = 4O)MP) = (d-3)1%4, 
oh E > 1 est l’unitk fondamentale de Q(l/d). Par suite p appartient h p3 . K3 
si et seulement si E appartient au groupe d’unith pS * EK3; mais ceci est in- 
compatible avec le fait que l’indice Q =dfn [EK : pK * E,J de Hasse divise 2. 
N.B. Ainsi; dans’chacun des cas air Z-Z,, = k(p4) = k (resp. H,, = k(& = k), 
la condition du thkor2me n’est jamais satisfaite si bien que l’on a 
(Q,~/w,)~~~* g Z/2 (resp. Z/3) 
pour chaque caract&e exceptionnel. 
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En general, le probleme est de pouvoir dire quelque chose sur le nombre 
P = Kq&w/&)) ! ! 
2. RI~DUCTIONS PdLIMINAIRES 
Posons Oi, = Gal(K/k) et soit I,, = Z(Q& l’ideal d’augmentation de Z[S,]. 
11 vient: 
LEMME 2. Si p = 2 (resp. p = 3), les deux propribtb suivantes sont 
kquivalen tes : 
i) pI0 C *EKE (resp. p3 . Ex3). 
ii) p E +K4 (resp. ps * K3). 
D&monstration. Soit y = C,, no * u(a) un element de I,, : les a designent 
des ideaux entiers de k premiers 21 6, a(a) E 0,, l’automorphisme d’Artin 
associe, et les na des entiers rationnels tels que C,, n, = 0. N.B.: on n’exige 
pas que la relation u(a,) = u(aJ implique l’identite’ a, = a, . D’apres [2, 
chap. 12 th. 11, on a 
P 9.y = fl N,,,&l(a-l)/d(a-l * p))“‘“” = A * B, 
a 
avec 
Designons alors par C,, la classe de rayon modulo (p) telle que a E C,, , et, 
comme dans [3,§ 2.31 associons a C, l’element I de ZZ(,), corps de 
classes de rayon (p) de k. D’apres [3, $2.3 th. 21, suivant quep = 2 oup = 3, 
le nombre A est la norme (relative a l’extension H(,)/K) du produit 
0 = n (~(e,(C~/~(,)(Co)N(a))na, 
a 
ou de son car& Or, d’apres [I, prop. A-21, on sait que 6 est une puissance 
4%i&me (resp. 36-i&me) dans ZQ,), si bien que A E KM C Kls (resp. A E K7” C 
Kg). Mais, vu l’inclusion pro C EK , la condition i) est v&it& si et seulement 
si, pour tout y fz I,, on a 
ppy E Ps (resp. Kg); 
par suite i) equivaut a la condition suivante: 
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i’) Pour tout syst&me d’idbaux entiers a de k premiers B 6, et d’entiers 
rationnels ate associts tels que Cm n, = 0, on a B E Kls (resp. Kg), 
De plus, d’aprks [3, lemme 6 Q 4.11, les idCaux suivants de Z sont bgaux 
si bien que i’) tquivaut A 
Enfin, comme 
P ‘@’ E K1’ (resp. K ). 
(P) = 
ek I 
2, si p=2 
1, si p = 3, 
et, d’aprks la remarque 1, p E K2, ceci kquivaut encore B p E &K4 (resp. 
cc3 - K3). d’oh l’assertion du lemme. 
Introduisons maintenant les ideaux JCO, J< et Jip) de Z[S,], d&is pour 
les deux premiers comme $0 6.1 & 8.2 et pour le troisikme par 
Jo(9) = 1 jq, . 
I 
44 @,6) = 1,x 
a I 
a nU * N(a) = 0 (ek ‘d/ ; 
posons 2li, = JfO n I,, (u?) = JiB) A I, . On a les inclusions 
uJ @) %A 
et, comme ek * p divise eK , leS indices 
[Z . %(‘)I = [J; n I - ‘?I&] 0’ 0 0- et [(LCd”) : a:,] = [IO : J&, n IO] 
valent respectivement p et eK/(ek ’ p). Mais e&e,+ ’ p) est premier k p, d’oh la 
remarque suivante: 
Remarque 2. i) L’intersection J< n IO n’est pas contenue dans ‘+@’ . 
ii) Pour tout blkment y de I,, y $9lp’, on a 
IO = 2ly + z * y. 
On a le lemme facile s&ant: 
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LEMME 3. Sip = 2 (resp. p = 3) on a I’inclusion 
P @’ C fE,S (resp. p3 - E2). 
Dkmonstration. Soit y = Cd n, - u(a) E @?. On a 
oii A et B sont d6finis comme dans la dbponstration du lemme 2. On a done 




appartient aussi A Kls (resp. Kg) vu la definition de Jig) et le fait que p E KZ 
(cf. remarque l), ce qui prouve le lemme. 
3. R~DTJCTION PR~CIPALE 
Soit .$ un caracthe exceptionnel. Posons 
a= I 8, si p = 2, 3, si p=3. 
Notons d’abord: 
Remarque 3. On a eFf = eFECp, = g&,) ’ eK . 
On dCduit alors du lemme 3 le rtsultat clef ci-dessous. 
PROPOSITION. Pour chaque y dans I,, , les deux propriktb suivantes sont 
kquivalentes: 
i) p”~p~ *E& 
ii) py E wt * V&J - E3. 
Dkmonstration. i) + ii) est trivial. 
Prouvons ii) -+ i). Soit done y dans I, drifiant ii). On a alors, d’aprks la 
remarque 3, 
et par suite 
P T(P)-, = 0, ~ . Ua’wP) , (1) 
oh UEEK, a E ?2If@) et oh O,., = Oa est dCfini comme dans le $8.1, en 
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remplacant ,$ par &I). L’identitt (1) implique O,., E EK et done, d’aprbs 
§ 8.1 prop. 4, 
si bien que l’on peut trouxer ,!I E I(%,(,,) tel que 
cx = “Eh),E1, . A 
En utilisant alors [3, th. 2 $2.31, il vient ainsi 
P 
meo-wp).v = ea.meo.a . E(D) E= p aTIp,+’ . 6 > 
oii m6 = 12 * eK = 24, ,5’ est l’image de /3 dans I0 et E E Ea.mb’mf. 
Ma& d’aprbs la remarque 3, le fait que 01 est dans ‘$I:,,, nous assure que 
fl’ est dans 2Ig”‘; en effet, comme dans la demonstration du lemme 13bis 
9 8.3, on a les congruences 
Appliquons alors le lemme 3, il vient 
Or, on a 
u&> = b(mt,) = 1;: si p=2 si p=-3, 
et a divise rn,@, de sorte que le quotient d = mfO/a est un entier premier a p et 
P d.y E PF K’ . E" 
Cette derniere relation et le fait que p E K2 (cf. remarque l), alors que a est 
une puissance de p, impliquent enfin 
et la proposition est demontree. 
La proposition prtcedente et les lemmes 2 et 3 joints B la remarque 2 
prouvent en particulier le corollaire suivant: 
COROLLAIRE. La condition 
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est v&@e si et seulement s’il existe un Gment y dans (Je; CT I&\%?” tel que 
py $ FFf * &%,, - &)Q. 
4. DEMONSTRATION DU THI?OR&ME 
Reprenons d’abord, dam le cas particulier consid&C, le debut du 6 9.4: 
compte term de la remarque 3, on a l’isomorphisme 
Soit done E un element de Qn$ * EK tel que ~9 appartienne a g”” . EK . Sans 
changer la classe de E modulo EK , on peut supposer FE egal A 9, pour un 01 
dans VIE1 - @a comme $8.1, les entiers r(e) &ant choisis nuls pour &, < 
5’ < [ et l’entier r(&) suffisamment grand. La divisibilite de me par p nous 
assure que E*( = 0, appartient a Fc(+ De $8.1 prop. 4, on deduit que 01 est de 
la forme v~,~(~) * /3 avec /I dans Z[S,]. De plus, comme LY est dans ‘&l, 1’611c- 
ment p est dans J(- n I(@). 
Posons un instant ~9~~ =dfn p. Comme le conducteur de f exceptionnel est 
une puissance de p, on deduit de [3, th. 2 Q 2.31 l’identitt 
~~~iV%.G = $gy 3 (2) 
verifitk par tout couple & , 5, tel que &, < & < & < 6. Designons alors par 
/3’ l’image de p dans Z[Q,(,)]: c’est un element de J&,, n Z(0&. Tenant 
compte de la definition de @a , on obtient, d’apres (2) applique au couple 
5(P), 59 
pblPJ = & * El 2 
oh or est dans pFt * EFt. De plus, on deduit de l’inclusion 
J;(D) f-l w&d =-+ %,, + vests * WEhd~ 
cf. $8.3 lemme 13bis, d’existence de deux elements y1 dans 2l&,, et yz dans 
4hd tels que 
P’ = Yl + VC(d.Eo * Yz * 
Designons enfin par yO E IO l’image de yz dans Z[O,], et appliquons (2) au 
couple & , [((p); il vient 
PC = p’” * Es ) (3) 
oh cp eSt dans ,.+, . (&,, * EK)%. 
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a) I1 est maintenant facile de deduire de (3) le fait que Q&J~ est saris 
torsion lorsque la condition p E +K* (resp. p3 * K3) est vCrifiCe. En effet, le 
lemme 2 affirme alors que pyo est dans p2, * EKa, d’ou 
Mais le quotient 
mqla = 
I 
3, si p=2 
8, si p-3 
est un entier premier a p, si bien que l’on deduit de (4) et de la remarque 3 
l’appartenance de E au produit L&,, * EK : le quotient SZ&LJ~ est saris p- 
torsion. Enfin, d’aprlts 0 7.3 remarque 2, l’ordre du sous-groupe de torsion de 
Qol/wE doit diviser p, de sorte que Q&I, est libre. 
b) Reciproquement, montrons que la condition p $ lfK* (resp. pz . K3) 
prouve l’existence d’un element de p-torsion non trivial dans le quotient 
Jwwc . 
D’apres le corollaire du paragraphe precedent, il existe alors un Clement y. 
de J< n Z, tel que ~~~ n’appartienne pas a pFE * (tie,,, * &)‘. DQignons par y 
un Clement de I@,) dont l’image dans Z[cS,] est yO, et posons 
L’BlCment cy. appartient a 5X$ : il suffit pour s’en assurer de v&rifier que 
z,&(a) = 0 (ou I/J,, designe l’homomorphisme (17) du § 6.1). Mais, d’apres la 
remarque 3, z,&(v& est la classe de g, modulo eFO ; de plus, comme y,, est 
dans J; on a la congruence 9,-,(y) = 0 (eK/p). En utilisant a nouveau la 
remarque 3, on trouve eFp = g, * (eK/p), de sorte que le produit $,,(ve& . 
&,(y) = &,(a) est bien nul. On peut done definir un element E dans Q,l par 
l’identite 
par suite, en appliquant (2) au couple &, , 5, on obtient 
Posons alors l 0 = @, oh d = mco/a est un entier premier a p. On a: 
i> ~9 appartient d f&,,, * EK . En effet E* v&ifie l’identitt 
(5) 
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maisp * y,, est dans 2& puisque y,, est dans Je; n IO , si bien que p”‘yo est dans 
,uz, . EKa d’apres le lemme 3. Par suite (@‘)%I est dans pFf . EKa, d’oh 
enfin, d’aprbs la remarque 3, le groupe /-JF~ * EK est bien contenu dans 
Q1 -E d(p) K * 
ii) Ed n’appartient pas b L&, * EK . Raisonnons par I’absurde. Si E,, est 
dans J’&~~ * EK , alors 8% est dans (Qi(., * EK)a. L’identite (5) implique alors 
en contradiction avec le choix de yO . 
Finalement, les proprietes i) et ii) ci-dessus prouvent bien que la classe de 
co modulo wE est un Clement dep-torsion non trivial de .R&o~ , et le theoreme 
est demontre. 
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